Arbeitsgruppe Dynamische Systeme - Institut fir Mathematik

Das 2D Clifford-Attraktor Eine Lésungskurve des Lorenz-Systems
Quelle: https://sequelaencollection.home.blog/2d-chaotic-attractors/ Quelle: Wkipedia
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Was ist ein
dynamisches
System?

"A dynamical system is a concept
In mathematics where a fixed rule
describes the time dependence of
a point in a geometrical space.”
(aus Wikipedia)
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Was ist ein dynamisches System?

Beispiel: Mathematisches Pendel

Frage Wie ist der Zustand des Pendels
ZU einem gewunschten Zeitpunkt?

Eingabe
* Auslenkungswinkel ¢o
* Winkelgeschwindigkeit g »

Zustandsraum

X =1[0,2r) xR

T

Winkel ¢ Geschwindigkeit ¢




Was ist ein dynamisches System?

Beispiel: Mathematisches Pendel

Bewegungsgesetz (Newton)

égz —%Sinqﬁ

Ausgabe
* Auslenkungswinkel ¢(t) .

* Winkelgeschwindigkeit ¢(t) zur Zeit t € R




Was ist ein dynamisches System?

Beispiel: Dispersion N

generation 1, growth parameter = 2.1

Frage: Wie entwickeln sich biologische
Populationen raumlich und zeitlich?? 2,

=
(o)}

Eingabe
* Raumliche Verteilung ug: Q = [-1,1]* = [0, co)
zur Zeit O

Population density

o
(s}

Zustandsraum
* Raum aller Verteilungen (Funktionenraum)

- O

Bewegungsgesetz

Upy1(x) = E E_|m_ylut(y)€_ut(y) dy, a=21
2 e

Ausgabe

* Raumliche Verteilung u: 2 — [0, 00)
zum Zelitpunkt t



Was ist ein dynamisches System?

Beispiel: Dispersion >
generation 1, growth parameter = 2.3
Frage: Wie entwickeln sich biologische

Populationen raumlich und zeitlich?? &

15.

Eingabe
* Raumliche Verteilung ue: = [-1,1]* = [0, 00)
zur Zeit O

Population density

Zustandsraum
* Raum aller Verteilungen (Funktionenraum)

Bewegungsgesetz

() =5 [ el (e @ dy, o =23
2 [_1:1]2

Ausgabe

* Raumliche Verteilung u: 2 — [0, 00)
zum Zelitpunkt t



Was ist ein dynamisches System?

Das Prinzip, Phanomene aus den Anwendungen durch mathematische
Gleichungen zu beschreiben, wird als Modellierung bezeichnet

Weitere Beispiele

* Chemie (Reaktionsdynamik) € A
* Epidemiologie (Verhinderung von Epidemien) Modelle
* Medizin (Tumorwachstum)

* Raumfahrt (“Sputnik-Schock”) ~ o

* Sozialwissenschaften (Ausbreitung von Geruchten)
* Systembiologie
* Meteorologie (“Wetter”)

Vortelle
* Modellierung und Simulation durch dynamische Systeme ist deutlich flexibler,

schneller und billiger als aufwandige Feldversuche!



Qualitative Theorie
dynamischer
Systeme

... Geometrie iIst nicht wahr, sie
ISt vorteilhaft.”
(Henri Poincare, 1908)




Qualitative Theorie dynamischer Systeme

Abstraktion

* Zeitachse T (z.B.R,Np oder R_)

* Zustandsraum X (z.B. [0,27) x R oder ein Funktionenraum)

* (Halb)Fluss/(Semi-)dynamishes System ¢ : T x X — X mit den Eigenschaften

(i) o(t, o(s, 7)) = o(t + s, 7) w : ot )

p(t+s,-)
(ii1) ©: T x X — X ist stetig.



Qualitative Theorie dynamischer Systeme

Grund
Der Halbfluss ergibt sich als allgemeine Lésung
einer Differential- oder Differenzengleichung

“One cannot explicitly

. _ solve
=) Te+1 = f(@0) (differential)equations!”

Quelle: Unbekannt



Qualitative Theorie dynamischer Systeme

Auswege

(A) Approximiere die Lésungen numerisch
unbrauchbar fur grof3e Zeiten oder komplexe
Anfangsdaten

(B) Qualitative oder geometrische Theorie: Es
reicht die Existenz des Flusses
beschreibt das Verhalten fur grol3e Zeiten

“One cannot explicitly
solve
(differential)equations!”
Quelle: Unbekannt



- “P" il sl

Forschungsprobleme

“‘Synonyme zu unselbststandig:
... hicht autonom...”
(Duden)




Qualitative Theorie nichtautonomer dynamischer
Systeme

Realistische Modelle

* Endogene Stérungen .
(saisonale Effekte, Gravitations-Effekte) L= f(t, :1?),, Lt = f(f lt)

* Exogene Stérungen
(Reg u|atiOﬂ, KOH’[FO| |e) a2 Anomalien der Meeresnberﬂéchtmperatur Dez. 1997 _

o 'L.‘_ ¥

* Extern getriebene Systeme

* Zufallige Systeme

nichtautonome Systeme T

=35=-3=-25=-2=15=-1-

El Nifio Phanomen (Quelle: NCEP)



Numerische Dynamik LLIF

Der Wissenschaftsfonds.

Raumlich kontinuierliches Modell:

ven@) = [ K y)an(w) dy
Q
Raumliche Diskretisierung:
() =Y wik(a, y:)g(ui(yi)
1=0

Was haben beide Gleichungen miteinander zu tun?



Regelung nichtlinearer dynamischer Systeme

Regelsysteme:
i = f(r,u)
Zum Beispiel:

« mechanische Systeme: mobile Robotern,

Manipulatoren, Drohnen, Autos, autonome U-Booten,

-lug- und Raumfahrzeugen;

» Prozesse aus Chemie, Biologie, Medizin, Okonomie,
Okologie, Gesellschaftswissenschaften, usw.

Typische Aufgaben: Kontrolle  zu finden, sodass das System...
e ... stabil wirg,
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e ... sichin den gewunschten Zielzustand oder entlang einer gewunschten
Trajektorie beweqgt;

« ... sich ohne Kollision mit anderen statischen oder bewegenden Objekten
beweqt;

« ... elnen Zielzustand in der kdrzesten Zeit und mit geringster Aufwand erreicht;

e ... das optimale Betriebsmodus hat.



Globale Dynamik verzogerter Systeme

Zeitverzogerte Differential- und Differenzengleichungen:

i(t) = fla(t),x(t—7)),  Te1 = [z 70,)
Zahlreiche Anwendungen in Ingenieurwissenschaften bis zur Biologie.

Verzdgerungen vertreten auf natirliche Weise in Systemen mit Feedback wegen
z.B.

* Reaktionszeit
« Endliche Geschwindigkeit des Signals
* Die Zeit bendgt bis die Individuen geschlechtsreif geworden sind

Achtung: fur ein AWP einer verzdgerten Differentialgleichung bendtigt man die
Erkenntnis vom x auf einem Intervall ~ [—r,0].
D.h. es handelt sich um ein unendlichdimensionales Problem.

Fragen: Langzeitverhalten samtlicher relevanter Losungen (konstant, periodisch, ...)



Bachelor- und Masterarbeiten im Bereich
Dynamische Systeme

/ufallige Differentialgleichungen (BSc)

*Monotone zufallige Systeme (BSc oder MSc)
*Numerische Fortsetzungsverfahren (BSc)
Diskrete Sobolev-Raume (MSc)

«Zusammenhang von Attraktoren (MSc)

*Dynamik nahe invarianter Mannigfaltigkeiten (MSc)
*\Verzweigung bei 2-dimensionalem Kern (MSc)
*Verzogerte Differenzialgleichungen (BSc/MSc)
«Stabilisierung und Bewegungsplanung (MSc)
Extremwertregelungsprobleme (MSc)

Werbung! Steuerung von mobilen Robotern mit Arduino
oder Raspberry Pi (Student Hilfskraft (BSc/MSc, 20
Std/Woche)) — Weitere Infos bei Victoria Grushkovskaya



Vielen Dank!

weltere Infos: https://www.aau.at/mathematik/forschung/dynamische-systeme/



http://wwwu.uni-klu.ac.at/cpoetzsc

